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Wiskundige beschouwingen

Inleiding

In het boek wordt op verschillende plaatsen verwezen naar dit appendix voor de
verduidelijking van mathematische wetmatigheden (formules) en voor de verklaring van de
afleiding van wiskundige begrippen.

Deze “Wiskundige Beschouwingen” zijn dan ook een nuttige aanvulling voor diegenen die
zich iets verder willen verdiepen in de materie of graag de achtergrond van een afleiding of de
uitwerking van een bepaalde formule willen kennen.

W 0. Odds Ratio en Relatief Risico

~222
Odds Ratio (er bestaat geen Nederlandstalig equivalent) (OR) wordt veelvuldig aangewend in
klinische studies en meer specifieck bij zogenaamde ‘case-control’ studies die een
uitgesproken retrospectief karakter hebben.
De resultaten worden voorgesteld in een 2x2-tabel:

gevallen controles
(vertonen de ziekte) (zonder ziektebeeld)
blootgesteld a b
niet blootgesteld c d
totaal atc b+d

Voorbeeld: case-control studie voor het verband tussen het gebruik van contraceptiva en

borstkanker (Vessey et al. 1983).

. gevallen controles
Orale contraceptiva (borstkanker) (geen borstkanker)
537 554
639 622
totaal 1176 1176

De ‘odds ratio’ is de verhouding van beide ‘odds’. De ‘odds’ van een gebeurtenis is de
verhouding van de probabiliteit van het optreden van een gebeurtenis tegenover de
probabiliteit van het niet optreden van de gebeurtenis:
kans odds
odds= ———— ns

1-kans' ~ odds +1

In patiéntcontroleonderzoek geeft de odds-ratio de verhouding van de odds weer van de odds
voor blootstelling van patiénten en die van controles (blootstellingsodds-ratio). In
cohortonderzoek geeft de odds-ratio de verhouding weer van de odds voor de bestudeerde
uitkomst (ziekte) van blootgestelden en die van niet-blootgestelden (ziekteodds-ratio).




Ziekteodds-ratio en blootstellingsodds-ratio verschillen weliswaar conceptueel, maar zijn
mathematisch identiek. Bij zeldzame uitkomsten (waarvan doorgaans sprake is in
patiéntcontroleonderzoek) is de odds-ratio een goede schatter van het relatief risico.

In bovenstaande tabel leest men af dat voor de patiénten (borstkanker, cases) de odds voor

: - a .. b
contraceptiva gelijk is aan —, voor de controles is dit a .
C

_ad (OR [0,+o0[)
Cc

De odds ratio is gelijk aan: por

oo

Let trouwens op de symmetrie van de formule: men bekomt hetzelfde resultaat indien men de
odds beschouwt binnen de ‘contraceptiva’ en binnen de ‘niet-gebruikers’.

De odds ratio in bovenstaand voorbeeld is OR = 0.94. De odds ratio verandert niet als men
een rij of kolom met een getal vermenigvuldigt. De odds ratio is dus onafhankelijk van de
marginale totalen maar enkel van de aantallen binnen de cellen. De odds ratio hangt met
andere woorden niet af van de opzet van het studieonderzoek; de odds ratio drukt een maat uit
voor de samenhang tussen twee variabelen (in het voorbeeld tussen gebruik contraceptiva en
borstkanker).

In een situatie waarbij de studie-opzet deze is van een prospectieve studie beschouwt men
twee groepen (cohorten — cohort study) naargelang men al dan niet blootgesteld werd aan
een risicofactor en men gaat na hoeveel gevallen er binnen een bepaalde periode al dan niet
het ziektebeeld hebben ontwikkeld:

risicofactor ziek | niet ziek tijdens periode van follow-up
blootgesteld a b a+b
niet blootgesteld Cc d c+d

Het relatief risico (RR) wordt gedefinieerd als de verhouding van het optreden van de ziekte
in de blootgestelde groep tegenover het optreden van de ziekte in de niet-blootgestelde groep:

a
RR = a+b _ a(C+d)
c (a+b)c

c+d

_incidentie in de blootgestelde groep
incidentie in de niet blootgestelde groep

RRe[0,+ oo

Betrouwbaarheidsintervallen:

Odds Ratio: 95%-betrouwbaarheidsinterval van In(OR) is gelijk aan

In(OR)-1.96 l+1+1+£,In(OR)+1.96 l+£+£+l
a b c d a b c d

Relatief risico (RR): 95%-betrouwbaarheidsinterval van In(RR) is gelijk aan




b d b d
a8, _C In(RR)+1.961—2 +_C
a+b c+d a+b c+d

In(RR) —1.96

Men dient derhalve de antilog van beide betrouwbaarheidsgrenzen te berekenen en bekomt
aldus een asymmetrisch betrouwbaarheidsinterval.

W 1. Probabiliteit: voorstelling met verzamelingen

~23.5

~universum of uitkomstenruimte €
- gebeurtenissen Aen B
- uitkomsten E;

|Voorbee|d: gooien van een dobbelsteen: Q = {1,2,3,4,5,6}

gebeurtenis A: gooien van een even getal




P(A) =P (worp = 2) + P (worp = 4)

+ P (worp = 6)
1111
= 44+ ==
6 6 6 2
Samengestelde gebeurtenissen
AUB unie
A B
P(A+B) = P(A of B) = P(A U B)
A ANB doorsnede

B P(A.B)=P(AenB)=P(ANB)

Q Complement A

P(A)=1-P(A)

Afleiding van de algemene optellingswet  (gelijkheid van BOOLE)

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A N B)




Opmerking: voor An B =& (disjuncte verzamelingen)
geldt P(ANB) =0

en wordt dit de gewone somregel:

P(Au B)=P(A) +P(B)

AuUB=(AB)U(AnB)uU (B\A)
P(AuUB)=P((A\B) u(AnB)uU(BA))

(A\B)n(AnB)=UJ
er geldtdat: <(A\B)n(B\A)=9 mutueel
(AnB)n(B\A)=0O exclusief
(m.a.w. deze drie deelverzamelingen vormen een partitie van A U B)

Daaruit volgt:

P(A U B) = P(A\B) + P(A N B) + P(B\A)
gewone somregel

uitwerking voor P(A\B) en P(B\A)

men heeft: A = (A\B) U (AN B)
en (AAB)n(AnB)=U

5 P(A) =P((A\B) U (A N B))
= P(A\B) + P (A N B)

— P(A\B) =P(A) - P(A N B)
Analoog voor P(B\A) =P(B) - P(A N B)
Na substitutie:
P(AuB)=P(A)-P(AnB)+P(AnB)+P(B)-P(AnB)
=P(A) +P(B)-P (AN B)

\Voorbeeld:




P(AUB)=P(ANB)
linkerlid:

P(AUB)=1-P(AUB)
=1— [P(A) + P(B) — P(Aen B)]
= 1—P(A) — P(B) + P(A) x P(B)

rechterlid:

P(AnB) = P(A) x P(B)
=[1-P(A)] X [1 —P(B)]
=1—P(A) — P(B) + P(A) x P(B)

W 2. Veralgemening vermenigvuldigingswet

P(AenBenC)=P(AenB)xP(C|AenB)=P(A)xP(B|A)xP(C|AenB) T
P(AenBenCenD)=P(AenBenC)xP(D|AenBenC)
=P(A)xP(B|A)x P(C|AenB) xP(D|AenBenC)
Algemeen:
P(AenBenCen...enZ)
=P(A)xP(B|A)xP(C|AenB)x...xP(Z|AenBen...enY)
In het geval van onafhankelijke gebeurtenissen:
P(AenBenCen...enZ)=P(A) x P(B) x P(C) x ... x P(Y) x P(2)
W 3. Veralgemening optellingswet
~23.6.2

P(A of B of C) = P(A of B) + P(C) — P[(A of B) en C]

P(A) + P(B) - P(AenB) + P(C) - P[(A en C) of (B en C)]

P(A) +P(B) + P(C)—P(AenB) - [P(AenC)+P(BenC)-P(AenCenBenC)]
=P(A) +P(B) + P(C)—P(AenB)-P(AenC)-P(BenC)+P(AenCenBenC)

In geval van twee-a-twee mutueel exclusieve gebeurtenissen:

P(A of B of C) = P(A) + P(B) + P(C)




W 4. Afleiding regel van Bayes

P(DxS) =P(D)xP(S|D)=P(S)xP(D|S)
P(S|D)xP(D)
P(S)
P(S|D)xP(D)
P(S|D)xP(D) +P(S|D)xP(D)
se xprev

P(DIS)=

P(D|S) =

B se xprev +aspec x(1-prev)
Afleiding van de uitdrukking in de noemer:

P(D) +P(D) =1
PD|S)+P(D|S)=1
POens) P(D en S) 4
P(S) P(S)
P(D)x P(S | D) + P(D) x P(S | D) = P(S)

Regel van Bayes in zijn odds-likelihood gedaante:

PD|S) = P(S | D) x P(D)

PO|S) = P(S| D) xP(D)

P(S | D) xP(D) + P(S | D) x P(D)

P(D|S) P(S|D)xP(D)
P(D|S) P(S|D)xP(D)

PO[S) _PD) P(ES|D)
PO|S) P(D) P(S|D)
posterior  prior likelihood
odds odds ratio

W 5. Berekening van kwartielen

n
mediaan: rang{E + 0.5}

n
eerste kwartiel (Q1): rang{z + 0.5}

P(S| D) xP(D) + P(S | D) x P(D)

10

~3.3

~4322



3
derde kwartiel (Q3): rang{Tn + 0.5}

Afrondingen:

1. rang eindigtop .0 = OK

2. rang eindigt op .25 = afronden naar beneden

3. rang eindigt op .75 = afronden naar boven

4. rang eindigt op .50 = gemiddelde van i® en (i+1)* waarde

Voorbeelden:

rang = 6.25 = 6° waarde
rang = 6.75 = 7° waarde
rang = 6.50 = (6°+7°)/2

W 6. Begrip vrijheidsgraden

~43.25

n —_—
Afleiding van Z(Xi -X)=0
i=1

>x

i(xi _;):ixi —ni:ixi —ni=L =0

= i i n

De gelijkheid Z(xi—i)=0 laat toe een willekeurige afwijking x, —X te berekenen,
i=1
gegeven de n - 1 andere verschillen.

Immers, uit > (x; ~X) =0
i=1

volgt dat x; — X = — i(xi ~-X) (Vjefl,...n)

i=1(i%j)

W 7. Rekenformule voor de standaarddeviatie

11




Vertrekkend van formule voor de standaarddeviatie heeft men:

S = i=1
n-1
> (x, — XY
of s? =12
n-—-1

of

W 8. Scheefheid - kurtosis

~4.3.3
Scheefheid

- > (x; - x)°
Wordt gedefinieerd als: skewness = =———
(n-1)s
Zar JH in Biostatistical Analysis 3rd ed. (Prentice Hall, 1974) definieert skewness als g; in
een iets andere gedaante:

(X -x)°

skewness 3
(n-1)(n-2)s

Kurtosis

12




DY

Wordt gedefinieerd als: kurtosis = 2
(n-1)s

Zar JH definieert kurtosis als g, in een aangepaste gedaante:
D P -0 -3fE (x0T

kurtosis = 7
n-2)(n-3)s

W 9. Covariantie - correlatie

~4.5.2
Covariantie drukt de lineaire samenhang uit tussen twee continue toevalsveranderlijken X en
Y.

Covariantie wordt gedefinieerd als:

Oxy =COV(X,Y) =D (x = u )y — 4, P[X =x;, Y =]

—E(X— )(Y - 4,)
~E(XY) - .4,

Immers: EXX = )(Y = 1,)) =E(XY — 1Y — 1, X + g1, 44,)
= E(XY) - 1 E(Y) ~ 4 E(X) + st
=BE(XY) = ety — p 1t + 111,
=E(XY) - i,z

Correlatie: Correlatie wordt gedefinieerd: p,, = Ix

OxOy
Indien X en Y onafhankelijk zijn dan is de correlatie gelijk nul:
Oyxy = Pxy =0

Indien X en Y onafhankelijk zijn van elkaar kan de gezamenlijke kansfunctie
P[X = x, Y =y] geschreven worden als het product van de afzonderlijke kansfuncties: P[X =
X, Y =y] =P[X =X].P[Y =]

(vergelijk met P(AxB) = P(A) x P(B)

indien A en B onafhankelijke gebeurtenissen zijn; vanuit

P(A|B)=P(A) en P(B|A)=P(B)

Men heeft dan oy = > > (X — 4, )(Y — 11, )P[X = X]P[Y =]

13




=D (X=u PIX=x13 (Y = 4, )PLY =]

=0
W 10. Pearson-correlatie: rekenformule
~45.3
Overgang van 2. (X =X)(; =)
RN
naar de gedaante die handiger is voor praktisch rekenwerk
Sy - (ZX)(ZV)
r=
xS S
Jz G sy @
naar analogie met W 7
W 11. Spearman rangcorrelatiecoéfficiént rg
~454

W 11. 1. Rangsommen

-

1
[N

i (Som van de kwadraten van de rangen)

Di=1+2+3+4+..+(n-1)+n

i=1

VOOr n oneven

Si=14n+@+N-1)+@+N-2)+. +( (—(——1)) ”+1j
:(n+1)+(n+l)+(n+1)+...+(n+1)+(nT+1j

n-1
—— termen
2

_(n+1)(”21j+”;1_1(n 1+n+1)_%n(n+1)

VvOoor n even

14




i :(1+n)+(2+(n—1))+(3+(n—2))+...+(%+(n—(%—lD

i=1

=n+1)+(M+21)+MN+D+...... + (n+1):%n(n+1)

D termen
2

Daaruit volgt: )i :%n(n+1), vneN

i=1

W 11. 2. Som van de kwadraten van de rangen

iiz =1°+2° + 3%+ ... +(n—-1)* +n?
i=1
=1+22+33+ ... +(n—-)(n—-21) +nn
=1+(2+2) +(3+3+3)+ ... +((n—1)+(n—1)+...+(n—1))+n +N+....4+N
n-1 termen n termen
=1+2+3+4+...+(h=-1+n
+24+3+4+ ... +(n—1)+n
+3+4+...+(n -1 +n
+4+ .. +(n=1)+n

+(n-=1+n
+n

+>i-1
+>i—(1+2)
+>i-(1+2+3)

+Zi—(1+.2+...+(n—2))
+ > —(1+2+...+(n-1))

=nZn:i—l Z]:I {Zi:;n(n+l)}

15




1

ilz = —n(n +1) - z—j(j +1)

i=1 l

=—(n+1)——”_212—1”21

=n7(n+1)——(nl|2 J 1 l.(n—l)n

< 2°2
1 ) 1&., n?
Z(®+n n—n)—-=Yi’+—
2( )—=( ) 22T

§Ziz:£(2n3+2n2—n2+n+2n2)

243 4

iz = %(Zn?’ +3n%+n)

i=1

=%(2n2+3n+1)

= %n(n +1(2n+1)

Yit= %n(n +1)(2n +1)

W 11. 3. Gemiddelde en variantie van n rangen

Men heeft:
7:& Z(x -X)?
n n-1
gemiddelde rang: x —li|=——n(n+1)_nle
0 & 2
oAt 1 &,
variantie: S(Zi) :EZ(I_X(D)Z

:1(1n(n F)En+1) -0 n +1)2J
n4

>
|
=
D
N
>

= (1—12(2n(2n2 +3n+1)-3n(n® +2n+1)j

16



1

(4n® +6n% +2n—3n° —6n° —3n)

T 12(n-1)
2 J—
=~ _(*-n)-= n(n"-1) _n(+1)
12(n-1) 12(n-1) 12
gemiddelde van n rangen: nTH
variantie van n rangen: ”(nl;”l)

W 11. 4. Spearman rangcorrelatiecoéfficiént rg
6> d?
rs — _i=+
nn°—1)

(waarbij d; de absolute waarde van het verschil is tussen de
overeenkomstige rang van het (x, y) paar)

De berekening van de Spearman correlatiecoéfficiént rs wordt opgeleverd door de Pearson
correlatie r te berekenen op de rangen:

inyi—(zxir)](zyi)
[Sxt-ExS e o)

n

en daarnet werd aangetoond dat voor rangsommen geldt:
1
2 X =2Y0 = En(n +1)

1
en  >'xi=>y :En(n +1)(2n+1)

Werken we vooreerst de term > xy,, Uit (product van de corresponderende rangen (zie ook
voorbeelden in toepassingen)

d, =

Xoy =Y

d? = (x ~Yo ) =xE) ~2xY +i)

17




de = ZZiZ _szmy(i)

%de - %n(n DN +D) - Y XY

1 1
= XY = gn(n +1)(2n +1) —Ede

Na vervanging in de basisformule:

W 12,

1 1o, 11 ?
6n(n+1)(2n+1)—52di —n(zn(n+1)j

r. =

S

%n(n F1)@n+1)—

n?(n+1)°

;n(n +1)(2n +1)—%n(n +1)2 =Y df

1 1 2
§n(n +1(2n+1) —En(n +1)

1 2.9
%(4n3+6n2+2n—3n3—6n2—3n)
6y d’
n®-n

. 8d

7 n(n?-1)

Correlatie - regressie: regressierechte

~4.5.5

De regressierechte als best passende rechte zal beantwoorden aan het wiskundig principe van
de ‘best fit’ zodanig dat de totale residuele afwijking (afwijking van de puntenwolk tegenover
de rechte) minimaal is.

Y

Yi

(*Y;)

//

yi- ¥ y=bx+a

y, : beantwoordt aan de rechte
y=bx+a

m.a.w. (X;,Y,) € regressierechte
y —V, is de residuele afwijking (afstand
van een punt tot de regressierechte)

18




1° benadering:  regressierechte wordt bepaald zodanig dat > (y, — ;) minimaal is.

Bij deze benadering worden de positieve
verschillen teniet gedaan door de
negatieve.

De oplossing is dan alles behalve uniek
en zoals uit de afbeelding rechts blijkt zal
in dergelijke situatie aan het criterium
evengoed voldaan zijn. Visueel is het
echter reeds duidelijk dat de oplossing
rechts veel minder goed is dan in de
figuur links.

L D

2% penadering: de regressierechte zodanig bepaald dat de uitdrukking Z(yi —)"/i) minimaal

wordt.
Beide geschetste  oplossingen  zijn
gelijkwaardig ten aanzien van het
gestelde criterium, doch de afbeelding
rechts houdt geen rekening met de ligging
van het middelpunt (X,Y).

X X

3% benadering: wanneer men voor de bepaling van de regressierechte oplegt dat de

vitdrukking > (y,~y,) minimaal wordt, dan biedt dit een oplossing voor de

tekortkomingen uit de twee vorige benaderingen. Dit criterium wordt het “kleinste

kwadraten” principe genoemd.

W 13. Regressie: verklaarde en residuele variantie
~45.5
y
;) y=bx+a
Yy,  (residueel)
Lo - Y- (verklaard)
y []

19




Totale deviatie (regressievany op X): y, -y =(y, —=y.)+ (¥, -¥), Vi

- Z(Yi -y)= Z[(yi V) + (= Y)]

We zullen aantonen dat eveneens geldt:

Z(Yi -y)’ = Z(yi _yi)+2(9i -y)’

Men heeft:
S -9 =2y -9+ G -]
=3 |y - 902 + 20y, - 9)F, -V + & - )]
= Z(yi -V, +Z(9i -y)? "‘ZZ(yi Yo —Y)

Er moet dus worden aangetoond dat de productterm
Z(Yi _9i)(9i _)_/) =0

Z(yi _9i)(9i _3_/) = Z(yi _bxi _a)(bxi +a_y)
y=bx+a
= (bx,y; +ay; - Yy, —b’x? —abx, +byx; —abx; —a’ + ay)
=b) xy; +any —ny”> —-b*> x’ - 2nabX +nbXy —na* + nay
=b> Xy, —b?> x? +2na(y —bx) —n(y* —bxy +a%)
=b> xy, —b*> x7 +2na’ —n[(bi+ a)’ —bi(bi+a)+a2]
=b> xy, —b*>_x7 +2na’ —n[bzi2 +2abX +a’ —b*X? —abX + az]
=b> xy, —b*> x?+2na’ —nabx - 2na’
:b(inyi —nai)—bZfo
=b(Yxy, ~nX(y ~bx))~b? Y x? =b(¥xy, ~nxy) ~b*(Xx* ~—nx?))

Na substitutie van de uitdrukking voor b bekomt men dat deze uitdrukking gelijk is aan nul.

W 14. Determinatiecoéfficiént

~4.5.5

A _

(2 > —X)z (: regressnej [y = bx + 4
> yi-Y) totale

(X;,¥;) erechte

en (x,y) erechte

9

9i_y = 9i_y 9i+ny
2 -y =297 -2y g +ny’
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= (bx; +a)* -2y Y (bx; +a) +ny”

=b?> %" +2ab> X, +na’ - 2by» X, —2ayn +ny’

=n(a’ -2ay +y?)+2bnx(a-y) +b?> x,”

=n(y —a)? - 2bnx(y —a) +b>> x,”

=nb?? - 2nb*?* +b*> x,”

= bzﬁlxi2 —niz) (b is regressiecoéfficiént)

- (Z ((%;%3(3;;)?))2 @ (x YZ))

Ay T en dit is volkomen gelijkwaardig met het
o D00 -9 _
TR NSk kwadraat van de basisformule voor r
W 15. Regressie: kleinste kwadraten principe
~4.5.5

Algemene vergelijking regressierechte y = bx +a
n 2

Kleinste kwadraten principe: regressierechte wordt bepaald zodanig dat Z(yi ~y,) minimaal
i=1

wordt.

Met andere woorden bereken a en b zodanig dat de impliciete functie
Fa,b)=> (v, -¥,f = (y, ~bx, —a)* een minimum bereikt.

Opmerking: deze uitdrukking is duidelijk een functie van a en b; voor variérende waarden voor a en b verkrijgt
men een ganse waaier van rechten waarbij enkel de ‘best passende’ beoogd wordt.

Het bepalen van een minimum van een functie komt in de wiskundige analyse overeen met te
stellen dat de eerste partiéle afgeleide gelijk nul wordt. Afgeleid naar a bekomt men:

7 17 2
SF@b)=—=-3 [y, -bx,-a)

= (-12)_(y, -bx, -a)
De voorwaarden voor het bereiken van een minimum:

Z(yi —bx; —a):O

. 1 v
waaruit a = =3 (y. —bx. of |a=Yy-—-Dbx
a==> (v, —bx,)

Opmerking: hiermee wordt aangetoond dat het middelpunt (X,y) een punt van de regressierechte is.

Partiéle afgeleide naar b: gF(a,b)z gZ(yi _bx, —af

= ZZ(Yi —bx; _a)(_xi)
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ZZ(inZ — XY, +ax;)
Z(bei2 -y Xy, +ain)
2(b2xi2 RO +ani)

De voorwaarde voor het bereiken van een minimum:
b> %’ = xy, +anx =0
b> x,” = %y, — (¥ —bX)nX
= DXy, Xy +bnx?
_ XY XY (= X)(Y, - Y)

P > %, —nx? > %)
W 16. Regressiecoéfficiént b
~455
S
b,, =r—=
SX
Z(yi _7)2
b = Z(Xi_i)(yi_y) n-1 _Z(Xi_i)(yi_y)

- XY -y JZ(&—?)“ >0~
n-1

Analoog voor b —r3Sx

Sy
Opmerking: daar waar men spreekt van de regressie van y op x (afstanden evenwijdig met de y-as) en van de
regressie van x op y (afstanden evenwijdig met de x-as) is de correlatie hier onafhankelijk van. Men
kan bv. vaststellen dat het voorkomen van x en y in de basisformule voor r volledig symmetrisch is,
hetgeen niet het geval is voor de formule voor b.

Indien b, _r3v en b, _r3x dan heeft men onmiddellijk dat (na vermenigvuldiging van

S, s,

de overeenkomstige factoren): b b, =r?

W 17. Eigenschappen van de verwachtingswaarde

~5.1.6.2

E(c) =c (c = constante)
E (cX) =c E (X)
E(c+X)=c+E(X)
E@+bX)=a+bE(X)
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Deze formules worden aangetoond voor een continue stochastische veranderlijke X; de
afleiding voor een discrete stochastische veranderlijke is echter volledig analoog.

E(c) = ch (x)dx = cj‘f(x)dx =C
E(cX) = Tcxf (x)dx = chf (x)dx = cE(X)
E(c + X) = _T(c +X)f(x)dx = ch(x)dx + _ti'xf (x)dx =c +E(X)

E(@+bX) = T(a +bx)f (x)dx =]1 af (x)dx + j.bxf (x)dx =a +bE(X)

W 18. Variantie van een stochastische veranderlijke X
~5.1.6.3
o’ = Var (X)
=E(X —E(X))? = E(X — p)? per definitie

=E(X? = 2Xu + p?)
=E(X?) = 2uE(X) + 1°
=E(X?)-2p4® + p® =E(X?) - p?
=E(X*) - (E(X))*
W 19. Variantie van een discrete veranderlijke X
~5.1.6.3
o’ = Var (X) = E(X — )? (definitie)
= > (x,— u)*P[X =x/]
= > x?P[X =x;]- 21> x,P[X = x;]+ 1> > P[X = x;]
=3 XPP[X=x]-2u° + 11
= > XPX =x]- 4’

= > x7P[X =x,]- E(X))?

W 20. Variantie van een continue veranderlijke X

~5.1.6.3
o’ = Var (X) = E(X — u)* (per definitie)

= [0 (x ~EQQYf(x)dlx
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_ jb (x — 2)*F(x)dx

_ jb X2 (X)dX — 241 jb xF(x)dx + 1% f £(x)dx
= [ x?H(0)dx — 247 + 44°

= [ x*(x)dx -

_ jb X 2f(x)dx — (E(X))?

W 21. Eigenschappen van variantie

a. Var (bX) = E(bX - E(bX))*
=E(b*X* - 2bXE(bX) + (E(bX))?)
=b’E(X?) - 2b°(E(X))* + b*(E(X))
=b?*(E(X*) - (E(X)))
=b’VAR(X)

b. Var (a+bX) =E(a+bX —E(a+bX))’
=E((a+bX)? - 2(a + bX)E(a +bX) + (E(a + bX))?)
=E(a’ + 2abX +b*X* — 2(a+bX)(a +bE(X))
+(a+bE(X))?)
=E(a® + 2abX + b?*X? — 2a* — 2abE(X) — 2abX
— 2b*XE(X) + a® + 2abE(X) + b?*(E(X))?)
=E(b*(X* - 2XE(X) + (E(X))?)
=b?*(E(X*) - 2E(X))* + (E(X))*)
=b?*(E(X?*) - (E(X))?)
=b?Var (X)

W 22, Afleiden van E(X) en VAR(X)

X
—2<x<4
Voorbeeld: f(x) = {6 X

Ox<2enx >4

4 X 1 ¢4
E(X):fo(x)dx:fxgdx=ELx2dx

1 3

= 3.1
6 3

3 3

4_1(64 8)_56_@2

2 6 18 9

Var (X) = E(X - E(X))*

24

~5.1.6.4

~5.1.6.6



= [ x*f(x)dx — (E(X))?

S 2
_L?dx—(&l)

414
_1X® 3y :l(ziﬁ—l—Gj—g.es _ 240 968-10-9.68=0.32
6 4|2 6 4 24
W 23. Dichtheidsfunctie van de normale distributie
~5.2.2
1 2
—=(x-p)
f(x) =;e 2 (—o0 < X < +00)
V27o?
[genoteerd als X ~ N(u, 6%)]
voldoet aan de voorwaarden van een dichtheidsfunctie:
f(x)>0
f“’f(x)dx =1
+o0 1 T
f(x)dx = e 2 d
L@ (x)dx oy LO X
1,
substitutie:  z=X—#__ 1 rwe 2" odz
o o~N2m
1 o -2
=——| e 2dz=1
N2
immers, fwerz 2z
W 24, Karakteristieken van de normaalverdeling
~5.2.3
De toevalsveranderlijke X is normaalverdeeld
X ~N(p,0?)
dan
EX)=p, Var (X) = 6°
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Bewijs

E(X)= rwxe_?cl’z(x_”)zdx
o2

1, —
_ 1 J~+w(o_z 4 /u)e’iz odz (SubStItUtle Z = X # )
o2 o 7

Z2

=2 [Tze 2dz+-E[Te 2dz
N2 e N2
= u

2 2

4o - 4o -
Immers: j e 2dz = 1enj ze 2dz=0

1 +00 7()(7'2‘/)2
Var (X) = j (x - u)’e  dz
o2 T
2 22
_ 9 ["™,2a2 ittin o X— U
=—| Z% ?%dz (substitutie z = 2—77)
N 27 'LO o
2 22 z?
. .z W r .
= -ze 2"+ | e 2dz (partiéle integratie)
N 27 J.*°°
2
o
= 0++27
e
:O‘2

Zie ook standaardnormale verdeling;

E(2)=0
Var(Z) =1

W 25. Binomium van Newton

~5.34

Binomiale distributie:
voorr=0,1,....,n geldt:

P(X =r) =P(r) = mﬂ -y

Men heeft:  P(0) + P(1) + ... + P(n-1) + P(n) =1

(de som van alle probabiliteiten is steeds gelijk aan 1)

of ip(r) =1

26




met andere woorden Z(?)ﬂ’ Q1-=)"" =1
r=0

Dit is een afleiding van het binomium van Newton

Zn:(i”)a”"b‘ —(a+b)"

W 26. Karakteristieken van de binomiale verdeling

~5.34
E(r) = Zf(?)ﬂr 1-=)"" = Z_:r(?)ﬂr -

=Y (A A2y
r=1
[want voor r>1: r(")=n("})]

=nzy (D@2
r=1

= n;zni(,”;l);zm @-z)tm (m =r-1, dan voor r gaat naar n,
m=0
gaat m naar n - 1)
=nz(r+@1-7n)"" (Newton, W 25)
=Nrx

Var(r) = irz(r”)zzr 1-7)"" —(nx)*

Il
I g ol g R g

rr@z @-=)"" - ()’

-1 ' Q- 7)"" +nz—(n7)?

r

-1 ) Q- 2)"" +nz—(n7x)

r

—n(-DY () @- )" +nz-(a)

immers voor r > 2: r(r-1) (P) =n(n - 1)(?:22)

—n(n -7 (2 )2 @- ) +nz - (n7)’
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=n(n -Dz* +nrz—(nrx)?

=nz’+nrx

=nz(l-r)

W 27. Poisson-distributie afgeleid uit de binomiale distributie

~54.1
Voor de binomiale distributies geldt voor r =0,1,...., n

P(X=r)=P(r) = ("' 1 —2)""
n!
— r 1_ n-r
r!(n—r)!7r (=)
Poisson-distributies:
A = gemiddeld optreden van een zeldzame gebeurtenis binnen een beschouwend
tijdsinterval.

M.a.w. aantal optredende gebeurtenissen in tijdsinterval t is gelijk aan A t

— i i i i i — i i —1 i .
0 T T
n
n=AT
AY_H
n n
binomiaal: r — (? )7Z'r 1-z)""

Poisson: X —> (: (ﬁ) (1 _ ﬁj _
n n

etz

_n(n-H(n-2)...0-x+1) (ij(l_y)”_x

x! n X
Voor n — oo en x een zeldzame gebeurtenis:
n(n-1)(n-2) ... (n-x +1) = n*

) A

Men heeft: Iim[l—ﬁ) —e* (zie hieronder, het getal e)
n

N — ool

Binomiaal:

M.a.w. P[X = x] kan na overgang van de binomiaal naar de Poisson-verdeling geschreven
worden als:
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Het getal e

n
. X
I|m(1+ —j =e*
n—oo n

Vooreerst: |im[1+1j =e

n—oo n

Volgens binomium van Newton (W 25):

Lm(“ %} = Lig;g(? hr- (%)
-t 5 ()2 () v ()]

n~>oo_ n n

[ ! noo1 nooo1 n 1
=lim + —+ —5 ot ———
oo Olnl - (n-D'n 21(n-2)!'n nlol n

=lim|1+n 5

1+ nn-1) . nn-1)n-2) +...+i
n—oo| n 2n 6n° n"

=lim|1+1+ 5
n—o 2n 6n n

n

n-1, (-H0n-2) +...+1}

:2+1+1+....+O
2 6

1 1 1
=2+—+—+—+..+
2 3 4

Deze reeks convergeert naar het getal 2.71828 gedefinieerd als het getal e

n—ow

Algemeen: |im (1 + X) — e
n
Na analoge uitwerking bekomt men:

n 2 3
lim 1+5 :1+x+x—+x—+...
n 2 6

n—o
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2 X3 X4
=1l4+X+—+—+—+..
I |

izo |
(MacLaurin reeksontwikkeling)

W 28. Karakteristieken van de Poisson-verdeling

~54.2

© X o~ M
E(X) = > xP(X =x) = 3 x £ el
i=0 X
x-1 —H o0 i
p e Ry
= = e ~
my, T .

i-o I
=pe e’ =u

E(X) =

Var (X) = E(X?) - (E(X))

er geldt: E(X(X —1)) =E(X*) -E(X)
met andere woorden

Var (X) = E(X(X — 1)) + E(X) — (E(X))?
=E(X(X=1))+p—p*

E(X(X-1))=>_x(x —1)P(X =x)
=Y X(x-1) qu)z—y
lux—Z
(x-2)!
— ﬂZe—,ue,u — /«12

= 'lee_'u

M.aw.: Var(X) =g’ + u— > = u

Var (X) = u

30




W 29. Lineaire combinaties van twee toevalsveranderlijken

~6.2.1
Beschouw de som ‘Z’ van twee toevalsveranderlijken X en Y

Z=X+Y
(Voorbeeld: X = inkomen van de echtgenoot)

Y = inkomen van de echtgenote, Z = gezamenlijk inkomen)
Gemiddelde:

E(X+Y) = E(X) + E(Y)

Immers E(X+Y)=> > (X+Y)P(x,y)

Xy
=2 Y XP(X,y)+>. > YP(X,y)
X y Xy
(marginale distributies)

=2 XD P(X,y)+>_ YD P(X,Y)
=D XP(X)+ > YP(y) =E(X) + E(Y)

Variantie:

Var (X+Y)=Var X+ Var Y + 2 Cov (X,Y)

Var (X +Y) =Var Z=E(Z - ps)°
= B((X+Y) - (ot )’

(De zonet aangetoonde uitdrukking E(X + Y) = E(X) + E(Y) kan ook worden geschreven
E(Z2) = pnz = pxt py)

= E[(X-p) + (Y-py)]?

= E[(X-p)” + 2(X-p) (Y-py)+(Y-py)’]
= E(X-p)*+ 2E(X-p) (Y -y )+E(Y -y )?
= VarX + 2Cov (X,Y) + Var Y

Indien X en Y onafhankelijk zijn van elkaar dan heeft men dat de covariantie nul is.
M.a.w.

Var (X+Y) = Var (X) + Var (Y)

Karakteristieken van het steekproefgemiddelde
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E(X) = E(& :%E(ZX):%ZE(X) :%E(X) y

n

E(X)=pu

— X
Var (X) = Var(z_J — Var(xl + X, + X3 +..+ an
n n

=ni2Var(Xl + X, +.+X,)

De steekproefwaarden (simple random sample) zijn onafhankelijk van elkaar, m.a.w.
Var (X) = niz [Var (X,) + Var (X,) +..+ Var (X.)]

(alle X; hebben zelfde kansverdelingsfunctie)

n .
:—20'
n
Var(Y):cr—2
n
X) =SD(X) =-Z
o(X) (X) 7
W 30. Zuivere schatters

~6.4.1

a. X is een zuivere schatter voor p

EVAYA
b. g2 = 22X =X)° _ aen zuivere schatter voor G’
n—1

Zuivere schatters < E(9) = 9(@is schatter van de parameter 8)

a. X= Ein is een zuivere schatter voor pomdat E(X) = n
n

b. In de formule voor de variantie met deling door (n-1) werd reeds aangegeven dat dit een
betere schatter zou opleveren voor de populatie variantie, zoals inderdaad mag blijken uit
volgende afleiding:

E(s?) = E|:z(:\('__1¥)2} _ : ilE[Z(Xi _2)2]

1 Vi 2
= = E[ (X~ )~ (X = 0)']
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B iE[Z((Xi — )2 =20, — i) (X — p2) + (X = 1)%)]

=ﬁE[Z(xi ) =25 (%~ )X - )+ 3 (X - )]

— B0 -]~ 2B - 35X, )+ K - )]

- [ZECX - 7 - 2nER - 1 +nEK - )]
= L(n o? —nVar (X))
n-1

n o’ n (n-1)c?
:_(0_2__): ( )
-1 n-1 n

2
=0

W 31. Betrouwbaarheidsintervallen

~6.4.2.1

X-—p

P|-1.96< <1.96|=0.95

s

2.
Vn vn

of uit de voorlaatste uitdrukking mits afzondering van p:
P| - X -1.96

o
-1.96—<X-u<1.96
N

U

}: 0.95

Pl u-1.96—< X< u+1.96 }:o.gs

O (e =
—<—-u<196—-X|=0.95
N 9n }

mits omker_ing van teken en van de ongelijkheid

Jn Vn

als 95%-betrouwbaarheidsinterval voor p

P[X—1.96 << X+1.96 }=0.95

W 32. Waarschijnlijkheidsverdeling van verschillen

~6.4.12
Uit W 29 volgt onmiddellijk:

E(Xl - Xz) = E(Xl) - E(Xz)
Afleiding van:  Var (X, — X,) = Var(X,) + Var (X,)

Stel X1-Xo=D dan
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Var (X, — X,) = VarD =E(D - 14,)?
=E((X, = X;) = (1 — 1))
=E((X, — ) - (X, - ,uz))z
=E((X, - ,U1)2_2(X1 = )Xy — ) + (X, — ;Uz)z)
=E(X, - #1)2_2E(X1 — 1,)(X, — ) +E(X, — ,uz)z
= Var (X,) —2Cov(X,,X,) + Var (X,)

Aangezien X; en X; twee onafhankelijke toevallige steekproeven zijn is de covariantie
COV(Xl, Xz) =0
= Var(X; - X;) = Var(Xy) + Var(Xy)

E(X1-X2) =E (Xy) -E (X2) = m1-p
Var(X; - Xo) = o2 + o}

W 33. Verschil tussen twee gemiddelden

~6.4.12
Uit W 29 volgt onmiddellijk:

E()_(l - )_(2) = E()_(1) - E()_(z) =MW

Var (X1 — Xz) = Var (X1) + Var (X2)

en 2 2
0. (o2

%1, 0%

n, n,

steekproeven  n,Xi,s, N, Xe,s,
wanneer o’ =o) (=0°)
n, n,
- \2 < \2
Z(Xi _Xl) Z(Xi _Xz)

2 i=1 . 2 i=1
Slz—’ SZ=—
n, -1 n,-1

gezameliik = alles in 1 pot

Ny

DCE SIS YR Ay
> (M, 1)+ (n, - 1)

S = (nl _1)55 + (nz _1)35
n,+n,-2

SE(Xl—XZ) =S fi+i
n, N,
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E(Xl - Xz) = E(Xl) - E(Xz)
Var (X, - X,) = Var(X,) + Var (X,)
E(X1 — X2) = E(X1) — E(X2)
Var (X1 — X2) = Var (X1) + Var (X2)
_oi L0
nl n2
L 2 2
SE(X1 - Xo) = [T+ %2
nl n2
wanneer o’ zo’ (=0°)
1 1

SE(Xl —Yz) =0 | —+—
n, N,

W 34. Verschil tussen twee proporties

~6.4.13
E(p, -p,) =E(P,)-E(P,) =7, -7,

Var (pl - pz) = Var (pl) + Var (pz)
en _ m(l-7) + 7,(1-7,)
n, n,

Tpn —7g - Pa —Pe
pA_pB:

SE(pA_pB):\/pA(l_pA)+pB(l_pB)
Na Ng

W 35. a en B-kansen

~7.6.3.4
Zie stap 3 in het gedachte-experiment: indien gegeven zou zijn dat de gemiddelde
overlevingsduur 30 maanden bedraagt, dan nog kan men eventueel een steekproef bekomen
die steekproefgemiddelden oplevert die lager zijn dan 27.1.

De kans hiertoe is niets anders dan f3: de kans om de nulhypothese niet te verwerpen indien Hy
nochtans ongeldig is.

Deze kans wordt afgeleid uit: | X—# | : 27.1-30 _ ¢

o 25
Jn J100
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1.16

De P waarde overeenkomstig met z = -1.16 is gelijk aan P = 0.123

W 36. Tabel poweranalyse — afleiding K-waarden
~7.8.1
Vereiste steekproefaantallen in het geval van de vergelijking van twee populatiegemiddelden:
2Ks?
> e
Afleiding van de tabel: K = (z1 w2 ,)
2
significantieniveau o

(tweezijdig toetsen) 0.05 0.01

0.95 (1.959964+1.644854) | (2.575829+1.644854)
1- B (power) 0.90 (1.959964+1.281552)° | (2.575829+1.281552)

0.80 (1.959964+0.8416212)° | (2.575829+0.8416212)°
W 37. Verkorte formule voor 2x2-tabellen

~8.3.1.3
2 Zii(oij -E)’ _ N(ad —bc)’
=T (@a+b)@@+c)b+d)(c+d)
Algemene voorstelling van een 2 x 2-tabel:
(uitkomst of groep, ...)
A B
I a b a+b
criterium
1 C d c+d
atc b+d N=a+b+c+d

36




Verwachte aantallen:

(uitkomst of groep,...)

A B
I (a+b)N(a+c) (a+b)N(b+d) a+hb
criterium I (c+d)(atc) (c+d)(b+d) c+d
N N
a+tc b+d N=a+b+c+d

[a_ (a+b)(a+c)}2 (b _(a+b)b +d)j2
2 N N

X = @a+b)a+c) | (@+b)b+d)
N N
(C_(c+d)(a+c)j2 (d_(c+d)(b+d)j2
N N
Cc+d)atc) | (c+d)b+d)
N N
- N(ad —bc)®
¥ “la+b)@a+c)b+d)c+d)
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